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 Передмова  

 
Міри схожості і відстані широко застосовують як в пошуку за 

схожістю, так і в багатьох задачах аналізу даних, статистики, машин-
ного навчання тощо. Наприклад, кластерний аналіз, класифікація та 
апроксимація методом найближчого сусіда та інші. Будемо називати 
мірами схожості також і відстані, які визначають міру несхожості.  

Якщо точне обчислення схожості/відстані початкових подань 
об'єктів вимагає великих обчислювальних витрат, то потрібно 
застосовувати швидке оцінювання. Швидкі оцінки зазвичай є 
наближеними. Щоб швидко оцінити схожість, часто використовують 
перетворення початкових подань даних, векторних і невекторних 
об'єктів різного типу, у векторні подання. Останні дозволяють 
ефективно оцінити різні міри схожості вхідних даних. Складність 
обчислення багатьох мір відстані і схожості між векторами лінійно 
залежить від їхньої розмірності, тому за невеликої розмірності 
векторів складність невелика. Прикладами таких ефективних мір є 
евклідова відстань і скалярний добуток. Для бінарних векторів 
оцінювання схожості ще більш прискорюється за рахунок обчислю-
вальної простоти операцій з бітами. Для векторних подань також є 
великий арсенал методів пошуку за схожістю, статистичного розпі-
знавання образів, класифікації, кластеризації, апроксимації, відбору 
інформативних ознак тощо. 

У книзі розглядаються первинні дані у вигляді векторів здебі-
льшого з дійсними компонентами. Для початкових векторів великої 
розмірності, тобто з великою кількістю компонентів, обчислення мір 
їхньої схожості є неприпустимо складним (довгим), тому є актуаль-
ним швидке наближене оцінювання за перетвореними векторами. 
Прискорення досягається за рахунок малої розмірності підсумкових 
дійсних векторів та/або застосування бінарних векторів, оброблення 
яких є ефективним.  

Основна увага приділяється перетворенням, основаним на випа-
дковій проекції, тобто на множенні початкових векторів на матрицю, 
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елементи якої є реалізаціями випадкових величин з деякого розподі-
лу. До отриманих векторів можуть застосовуватися нелінійні опера-
ції, в цій книзі — це операції квантування окремих компонентів, 
зокрема, операція бінаризації за допомогою порівняння з порогом. 
Залежно від конкретного типу випадкової проекції та подальшого 
перетворення, за отриманими векторами можна оцінити певні міри 
схожості/відстані вхідних векторів. 

Зазначимо, що зміст компонентів початкового вектора зазвичай 
є очевидним: компонент відповідає деякій відомій ознаці (атрибуту) 
об'єкта, а величина компонента — це значення ознаки для конкретно-
го об'єкта. У вихідних векторах зміст компонентів вже інший, і його 
поняттєва інтерпретація часто складніша і неочевидна. Так, у разі 
випадкової проекції обчислюється скалярний добуток початкового 
вектора і деякого випадкового вектора, тобто лінійна комбінація 
компонентів початкового вектора з випадковими коефіцієнтами. У 
подальшому нелінійному перетворенні ця величина, наприклад, 
порівнюється з граничним значенням, і значення компонента підсум-
кового вектора встановлюється в залежності від результату порівнян-
ня. Такі векторні подання, в яких зміст компонентів неочевидний, але 
за якими можна оцінити деякі міри схожості/відстані початкових 
об'єктів, ми відносимо до типу «розподілених подань». Вважається, 
що розподілені подання можуть мати свої аналоги в нейромережево-
му поданні даних в мозку.  

Книга складається із чотирьох розділів. 
У розділі 1 розглянуто основні поняття, які використовуються в 

галузі перетворення початкового подання об'єктів в векторні подання 
та швидкого наближеного оцінювання вхідних мір схожості і відстані 
за отриманими векторами. 

Дано визначення метричних і векторних просторів. Наведено 
широко вживані міри схожості/відстані векторів. Розглянуто джерела 
отримання векторного подання великої розмірності з первинних 
даних. Обговорюються підходи до формування з таких векторів 
перетворених векторних подань, які отримали назву «вкладень» і 
«скетчів». Для вкладень оцінювання схожості/відстані виконується за 
мірами схожості/відстані між векторами вкладення, а для скетчів 
можуть застосовуватися інші типи оцінювання, наприклад, медіанні. 
Вкладення і скетчі дають змогу швидко, хоча і в більшості випадків 
наближено, оцінити міри схожості/відстані початкових подань. Також 
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розглянуто розподілені і локальні векторні подання даних, їхні 
переваги та недоліки. 

У розділі 2 обговорено формування векторних подань з дійсни-
ми компонентами, яке використовує випадкові проекції.  

Розглянуто формування векторів малої розмірності у разі випад-
кової проекції гаусовими випадковими матрицями, а також випадко-
вими матрицями з елементами з інших субгаусових розподілів. Це 
дозволяє з малим спотворенням і достатньою точністю оцінити 
евклідову відстань і скалярний добуток початкових векторів за 
евклідовою відстанню і скалярним добутком отриманих дійсних 
векторів малої розмірності, тобто виконується зниження розмірності. 
Обговорюється точність оцінювання, як для гіршого випадку, так і в 
термінах дисперсії, та пришвидшення випадкової проекції. Відзначи-
мо, що збереження величин скалярного добутку дає змогу застосову-
вати отримані вектори у різних лінійних моделях. 

Викладено результати про неможливість зниження розмірності 
для неевклідових відстаней Мінковського не тільки випадковою 
проекцією, а й іншими перетвореннями. Ця проблема вирішується 
шляхом оцінювання не за відстанями між отриманими векторами, а 
застосуванням інших оцінок. Наприклад, медіанних, тобто оцінюван-
ня за скетчами. Розглянуто дійсні векторні подання для апроксимації 
ядерної схожості, для оцінювання статистичних відстаней і для 
пошуку за схожістю. Обговорюються переваги і недоліки випадкової 
проекції, надано порівняння з методами з навчанням. 

У розділі 3 викладено підходи до формування бінарних і цілочи-
сельних векторів на основі випадкових проекцій. 

Розглянуто бінаризовані вкладення для оцінювання кута між по-
чатковими векторами, які отримують за покомпонентною бінаризаці-
єю (порівнянням з нулем) дійсних компонентів вектора-результату 
випадкової проекції, а також прискорення формування результату 
випадкової проекції для цього випадку. Описано універсальний 
підхід до оцінювання схожості за допомогою векторів з дискретними 
компонентами, отриманими за локально-чутливим хешуванням 
(locality-sensitive hashing). Оцінювання може проводитися за допомо-
гою скалярного добутку векторів, що також дає змогу використовува-
ти отримані вектори в лінійних моделях. 

Розглянуто бінарні вектори для апроксимації ядерних схожос-
тей, а також цілочисельні скетчі, які сформовано квантуванням 
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випадкових проекцій зі стійких розподілів, для оцінювання деяких 
відстаней Мінковського. Описано скетчі для оцінювання мір схожості 
початкових бінарних векторів, а також скетчі, отримані цілочисель-
ним квантуванням, скетчі для пошуку за схожістю тощо. Обговорю-
ється ефективність застосування бінарних векторів, порушено 
питання порівняння з методами, які використовують адаптацію до 
даних.  

Розділ 4 присвячено формуванню бінарних розріджених векто-
рів (тобто з малою часткою одиничних компонентів), так званих 
кодвекторів, за допомогою випадкової проекції та бінаризації з 
додатною величиною порога. Скалярний добуток кодвекторів і інші 
оцінки на його основі дають можливість оцінити схожість початкових 
дійсних векторів. Такі кодвекторні подання застосовують в асоціати-
вно-проективних нейронних мережах, розподіленій асоціативній 
пам'яті матричного типу, обчислювальній інфраструктурі пошукових 
систем тощо. Наведено варіанти нейромережевої та комп'ютерної 
реалізацій. Також викладено загальний підхід до формування 
кодвекторів і оцінювання за ними схожості.  

У монографії систематизовано основні напрями досліджень в 
галузі прискорення оцінювання мір схожості векторних подань з 
використанням випадкових проекцій, включаючи власні розробки. 
Крім базових підходів і методів, розглянуто нові теоретичні розроб-
ки, методи і алгоритми. Багато методів та алгоритмів описано 
докладно, що дає змогу підготовленим читачам використати їх для 
програмної реалізації. Для деяких алгоритмів наведено порівняльні 
результати експериментальних досліджень.  

Відзначимо, що питання, пов'язані із застосуванням методів ма-
шинного навчання, порушено тільки в підрозділах «висновки», 
оскільки цей напрям досліджень заслуговує окремого розгляду. 

Матеріал монографії та бібліографію може бути використано 
для розроблення навчальних курсів з інформатики.  

Автори висловлюють щиру вдячність за плідні обговорення та 
слушні поради Л.М. Касаткіній та С.В. Сліпченку, О.Д. Гольцеву, 
Л.М. Козак, В.В. Луковичу, О.Г. Ревуновій та A.A. Фролову, І.С. 
Місуно та А.М. Соколову, а також рецензентам.  





 

 

 

 Післямова  

 
У монографії розглянуто деякі методи і алгоритми для швидкого 

оцінювання різних мір схожості подань об'єктів. Таке оцінювання 
виконувалася, головним чином, за векторами, компоненти яких є 
дійсними або бінарними числами.  

Початковими даними (поданнями об'єктів) в більшості випадків 
були вектори великої розмірності. Обговорено оцінки різних мір 
схожості вхідних векторів, таких як скалярний добуток, косинус кута, 
ядерні схожості тощо, і різних мір відстані, таких як евклідова, 
манхеттенська, статистичні, кут та інші міри.  

Викладені методи і алгоритми в основному не використовують 
адаптації до даних, що перетворюються, тобто навчання. Вони в тому 
або іншому вигляді застосовують випадкові проекції — множення 
векторів на випадкову матрицю, тобто є рандомізованими.       
Компоненти отриманого вектора можуть піддаватися квантуванню,      
наприклад, бінаризації, що формує вектори із цілочисельними 
компонентами, наприклад, з бінарними компонентами 0 або 1. 
Більшість розглянутих методів формування вихідних векторів не 
залежить від інших векторів, які перетворюються, тобто є          
«забудькуватими».  

Так, високу точність оцінювання евклідових відстаней між      
вхідними дійсними векторами великої розмірності дає евклідова 
відстань між дійсними векторами малої розмірності, які отримано 
гаусовою випадковою проекцією. В цьому випадку швидка оцінка 
схожості досягається шляхом зменшення розмірності розглянутих 
векторів. Якщо оцінку вхідної міри відстані вдається отримати за 
вихідними векторами з бінарними компонентами, то прискорення і 
економії пам'яті на подання та зберігання можна досягти навіть без 
зниження розмірності векторів, а лише за рахунок ефективності 
подання та оброблення бінарних векторів. Наприклад, за бінаризова-
ними дійсними векторами, отриманими випадковою проекцією, 
можна легко оцінити кут між вхідними векторами. 

Швидке оцінювання схожості є потрібним для багатьох застосу-
вань. Воно прискорює виконання наближеного лінійного пошуку за 
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схожістю [335], [336], який виконується обчисленням величини міри 
схожості між об'єктом-запитом і всіма об'єктами бази, та вибором 
найбільш схожих об'єктів бази. Якщо вдається добре апроксимувати 
вхідні початкові міри схожості, то лінійний пошук за ними може дати 
прийнятний наближений результат. 

Відзначимо, що прискорення лінійного пошуку за схожістю не 
забезпечує досягнення часу виконання запитів, сублінійного щодо 
розміру бази. На досягнення сублінійного пошуку орієнтовано 
індексні структури — структури даних, що розробляються для 
прискорення пошуку за схожістю [375], [448], [337], [338], [339], 
[340]. Однак найчастіше прискорення зникає у разі збільшення 
розмірності векторів, які використовуються для подань об'єктів. 
Водночас, лінійний пошук за схожістю завжди прискорюється за 
умови швидкого оцінювання схожості. У цьому випадку немає витрат 
пам'яті на зберігання індексних структур і вхідних подань, а     
зберігання компактних векторів, особливо бінарних, вимагає набагато 
меншого обсягу пам'яті.  

Швидке оцінювання схожості є потрібним і в інших задачах 
аналізу даних і машинного навчання — наприклад, класифікація або 
апроксимація методом найближчого сусіда або ядерними методами, 
кластеризація тощо. Отримані векторні подання об'єктів можуть 
застосовуватися не тільки для швидкого оцінювання мір схожості та в 
основаних на відстанях/схожостях алгоритмах. Вони також можуть 
використовуватися (безпосередньо або за належного перетворення) в 
розробленому саме для векторів арсеналі алгоритмів, таких як методи 
статистичного розпізнавання образів, лінійні і нелінійні алгоритми 
класифікації та апроксимації, індексні структури швидкого пошуку за 
схожістю, відбір інформативних ознак та інші методи машинного 
навчання.  

Типовим прикладом є лінійні моделі. Якщо скалярний добуток 
отриманих векторів апроксимує значення деякої ядерної схожості між 
вхідними об'єктами, то вектори можуть застосовуватися для навчання 
лінійних моделей розв'язанню задач класифікації, апроксимації тощо, 
замість застосування нелінійних ядерних методів.  

Відзначимо, що ядерні методи навчання з нелінійним ядром 
(наприклад, класифікація за допомогою ядерного методу опорних 
векторів SVM) забезпечують високу точність розв'язання задач 
класифікації. Однак вони вимагають застосування матриці ядерних 
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схожостей між усіма об'єктами бази, тобто квадратичних від розміру 
бази витрат пам'яті, і для великих баз зберігання такої матриці не 
піддається реалізації. А повторне обчислення значень ядерної 
схожості on-demand часто вимагає великих обчислювальних витрат.  

У разі використання векторів, які апроксимують ядерну         
схожість скалярним добутком, для навчання лінійних моделей 
отримують результати, близькі до результатів відповідного ядерного 
методу. В цьому випадку для великих навчальних вибірок ефектив-
нішими є методи навчання лінійних моделей, а не обчислювально 
складні ядерні методи.  

Вектори, отримані у разі перетворення вхідних векторів різного 
типу в дійсні вектори малої розмірності за допомогою випадкової 
проекції, для спеціальних видів розподілів елементів випадкових 
матриць дозволяють оцінювати певні міри схожості/відстані вхідних 
векторів Так, проекції випадковими матрицями з елементами із 
субгаусового розподілу дають можливість оцінити евклідову   
відстань, скалярний добуток і кут за цими мірами для отриманих 
векторів. А випадкова проекція матрицями з елементами зі стійкого 
розподілу дозволяє оцінити деякі неевклідові відстані Мінковського, 
однак для цього потрібно проводити оцінку не по відстаням між 
отриманими векторами, а, наприклад, використовувати медіанні 
оцінки. Прискорити випадкову проекцію можна за допомогою 
розріджених матриць і матриць, елементи яких не є незалежними 
випадковими величинами. 

Алгоритми, спеціалізовані для бінарних або цілочисельних     
векторних даних, часто перевершують алгоритми для дійсних 
векторів за швидкістю виконання і використанням пам'яті.       
Хешування, що зберігає схожість, є універсальним механізмом 
формування векторів з бінарними або цілочисельними компонентами 
зі збереженням схожості. Прикладом такого хешування є випадкова 
проекція матрицями з елементами із субгаусового розподілу з 
бінаризацією отриманого дійсного вектора порівнянням його   
компонентів з нульовим порогом. Це дозволяє оцінити кут між 
вхідними векторами за емпіричною ймовірністю збігу хеш-
компонентів отриманих векторів. Іншим прикладом є генерація 
значень хешів квантуванням з багатьма порогами після випадкової 
проекції матрицями з елементами зі стійкого розподілу. Внаслідок 
чого одержується можливість оцінити деякі типи відстаней      
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Мінковського між вхідними векторами за емпіричною ймовірністю 
збігу хешів. 

Формовані вектори можна подати такими бінарними векторами, 
скалярний добуток яких апроксимує міру схожості, яку зберігає 
хешування. Це уможливлює застосування таких бінарних векторів 
для лінеаризації ядерних методів. 

Розріджені (з малою кількістю ненульових компонентів) бінарні 
вектори, так звані кодвектори, є затребуваними завдяки наявності 
ефективних спеціалізованих для них алгоритмів, а також програмно-
апаратних засобів для швидкого оброблення таких векторів. Такі 
векторні подання ми вважаємо належними до методів розподіленого 
подання даних, які аналогічні поданням інформації в мозку. У 
методах випадкової проекції з бінаризацією за пороговою операцією 
величину розрідженості кодвекторів і характер збереження схожості 
вхідних векторів запропоновано модифікувати за величиною порога.  

Схожість кодвекторів обчислюється на основі скалярного        
добутку з можливим нормуванням різного типу. Тому схожості 
кодвекторів є ядерними схожостями та можуть використовуватися в 
ядерних методах. Кодвектори отримують шляхом нелінійного 
перетворенням вхідних векторів, тому вони дають змогу розв'язувати 
задачі класифікації, апроксимації тощо, які є нелінійними щодо 
вхідних векторів.  

У ряді випадків вдається точно обчислити значення ядерної 
схожості вхідних векторів, яке апроксимують кодвектори, та викори-
стовувати його в ядерних методах. Однак, як вже зазначалося, 
безпосереднє використання кодвекторів в лінійних методах може 
бути обчислювально ефективнішим для великої кількості векторів і 
давати результати, які можна порівняти з нелінійними ядерними 
методами.  

Відзначимо, що якщо скалярний добуток вхідних числових    
дійсних векторів точно дорівнює або апроксимує деяку нелінійну 
ядерну схожість об'єктів, то внаслідок їхнього перетворення в 
кодвектори можна апроксимувати нові нелінійні ядра. Таким чином, 
розглянуті в книзі методи формування розподілених векторних 
подань з використанням випадкових проекцій надають можливість:  
— швидко оцінити деякі міри схожості вхідних векторів великої 
розмірності;  
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— у багатьох випадках отримувати компактніші подання об'єктів за 
вхідні, що економить пам'ять, якщо не зберігати початкові подання;  
— для ряду методів отримувати гарантії на точність оцінки схожості;  
— використовувати різні алгоритми, розроблені для векторів (індекс-
ні структури для пошуку за схожістю, лінійні і нелінійні моделі для 
класифікації, апроксимації тощо).  

Загальними недоліками цих методів є значні витрати ресурсів 
пам'яті та/або часу на перетворення вхідних подань та приблизність 
оцінювання схожості.  

Обговорювані в монографії методи формування векторів для 
швидкого оцінювання схожості в переважній більшості не       
враховують особливості даних конкретної бази і зовсім не використо-
вують навчання з учителем. Застосування методів машинного 
навчання в формуванні векторів та пошуку за схожістю є великою 
самостійною галуззю. Розроблено методи перетворення подань та/або 
мір схожості/відстані, які використовують навчання та належать до 
напрямів:  
— навчання метрики (metric learning) [221], [40], тобто навчання 
параметрів мір схожості, що поліпшують якість пошуку з точки зору 
людини для конкретних баз;  
— лінійне та нелінійне зниження розмірності [453], [414], [89]; 
— формування компактних бінарних векторів з навчанням на основі 
подань і на основі відстаней [424], [423], [425].  

Загальним недоліком методів з навчанням є висока обчислюва-
льна складність. Для деяких алгоритмів нетривіальним є формування 
векторних подань нових об'єктів, до яких не застосовано навчання. 
Крім того, методи зниження розмірності з адаптацією до даних не 
завжди розв'язують задачу збереження вхідних схожостей (наприклад 
такі, що призначено для візуалізації даних).  

На закінчення відзначимо, що є методи і алгоритми оцінювання 
схожості не тільки векторних подань, а й інших типів вхідних подань 
об'єктів — рядки, графи, об'єкти загальних метричних просторів 
тощо. Крім того, для оцінювання використовуються не тільки методи 
формування вихідних векторів на основі проекцій, але й інші підходи. 
Ці теми заслуговують окремого розгляду.  
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 Перелік умовних позначень і 
скорочень  

 

1{} — індикаторна функція  

|A| — кількість ненульових компонентів в бінарному векторі A 

a,b — скалярний добуток векторів a,b 

D — розмірність вхідного вектора 

d — розмірність вихідного (перетвореного) вектора 

Сa
b
 — число поєднань з a по b  

CRS — conditional random sampling (умовне випадкове семплю-
вання) 

dist — відстань 
distBhat — відстань Бхаттачарія 
distCheb — відстань Чебишева 
distEuc — відстань Евкліда 
distHel — відстань Хеллінгера 
distJS — відстань Йенсена-Шеннона 
distKL — відстань Кульбака-Лейблера 

distMah — відстань Махалонобіса 
distMan — манхеттенська відстань 

distMink
s — відстань Мінковського порядку s 

dist2 — відстань хі-квадрат 

DJL — distributional Johnson-Lindenstrauss  

E{} — математичне сподівання випадкової величини 

i.i.d. — independent and identically distributed (незалежно і однако-
во розподілена) 

JL — Johnson-Lindenstrauss (Джонсон-Лінденштраус) 
KLSH — kernel LSH (ядерний LSH) 
KPCA — kernel PCA (ядерний PCA) 

LS — leverage scores 
LSH — locality-sensitive hashing (локально-чутливе хешування) 
LSF — locality-sensitive filtering (локально-чутлива фільтрація) 
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Ls — векторний простір з s-нормою ||a||s і відстанню distMink
s 

M — кількість ненульових компонентів в бінарному векторі 
MLE — мaximum likelihood estimation (оцінювання максимальної 

правдоподібності) 
N — кількість об'єктів 

nnz(a) — кількість ненульових компонентів у векторі a 
Norm — розподіл Гауса 

p — ймовірність ненульового компонента в бінарному векторі 
pequ — ймовірність збігу компонентів бінарних векторів 

pcond — умовна ймовірність збігу ненульових компонентів 
бінарних векторів 

pjoin — ймовірність збігу ненульових компонентів бінарних 
векторів 

PCA — principal component analysis (метод головних компонент) 

Pr{} — ймовірність події 

PSD — positive semi-definite (додатно напіввизначена) 
RFF — random Fourier features (випадкові ознаки Фур'є) 

RFM — random feature map (випадкове ознакове відображення) 
simcos — косинусна схожість (косинус кута між векторами) 
simdot — скалярний добуток   
simJac — схожість Жаккара 
SVM — Support Vector Machine (метод опорних векторів) 
Unif — рівномірний розподіл 

v(A,B) — відносне перекриття бінарних векторів A,B 

Var{} — дисперсія випадкової величини 

АПНМ — асоціативно-проективні нейронні мережі 
НС — найближчий сусід 
в.в. — випадкова величина 
ІС — індексна структура 

к.ф.р. — кумулятивна функція розподілу 
м.с. — математичне сподівання 
РП — розподілене подання 

с.к.о. — середньоквадратичне відхилення 
ЦГТ — центральна гранична теорема 
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